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KOPULA MODELI U AKTUARSTVU

Jedan od problema koji se javljaju u osiguranju je reSavanje pitanja moguce
zavisnosti izmedu rizika. Primera takvih situacija gde se javljaju zavisne varijable
ima mnogo u osiguranju. Aktuarima je interesantno modeliranje koreliranih
fenomena, posebno modeli koji pruzaju dobru opciju razdvajanja i rada u dve
potpuno odvojene faze:

1) izgradnja posebnog modela za svaki fenomen, jednostavan ili slozen, ali
nepovezan sa drugim modeliranjem, i

2) upravljanje zajednickim ponaSanjem, obezbedujuci snaznu korelaciju u nekim
delovima sistema i nisku korelaciju sa drugim delovima.

Na primer, aktuar analizira portfolio polisa osiguranja. Polise imaju razli¢ito
trajanje, ugovorne odredbe, faktore rizika i dr. Neke polise su relativno
jednostavne za modeliranje, poput ekstrapolacije i prilagodavanja (npr. kao $to je
slu¢aj sa tablicama smrtnosti). Za neke polise potrebno je modeliranje zasnovano
na nekoliko koreliranih stohastickih procesa, kalibriranih prema podacima na npr.
razli¢itim trzistima.

Aktuar zna da su skoro sva placanja iz osiguranja osetljiva na zajednicke faktore
rizika, recimo poput recesije, rata i slicno. Nece sve isplate nuzno biti izazvane
ovim makro ,,poremeéajima®. Sto je veéa verovatnoéa ovakvog nepovoljnog
scenarija, to bi trebalo da budu nize granice rizika i/ili izdvajanje vece rezerve.
Da bi izraCunao ta¢ne iznose, aktuar mora da modelira korelaciju izmedu
razli¢itih linija (vrsta) osiguranja.

Postoje razli¢iti izvori za bivarijantne i multivarijantne modele. Vecina
distribucija obi¢no se fokusiraju na multivarijantne distribucije sa marginalnim
distribucijama istog tipa. Od veée prakti¢ne vrednosti su metode koje konstruisu
bivarijantni ili multivarijantni modeli iz poznatih marginalnih distribucija i
zavisnost izmedu rizika. Postoji mnogo nacina da se opiSe ova zavisnost ili
povezanost izmedu sluc¢ajnih promenljivih, na primer koeficijent korelacije kao
klasi¢na mera zavisnosti.

Linearna korelacija je klasi¢ni pristup modeliranju zavisnosti rizika, ali ne
ukljucuje sve mogucée strukture zavisnosti. Prikladna metoda za modeliranje
strukture zavisnosti je kori$¢enje kopula, za koje je posljednjih godina sve veéi
interes istrazivaca i prakticara.

Kopula, latinskog porekla i oznacava ,,vezu“. Pojam kopula (u matematickom
smislu) prvi je uveo Sklar 1959. godine (Sklarova teorema). Kopule su vazne za
statistiCare iz dva razloga, 1 to kao nacin za proucavanje ’’scale-free’” mera



zavisnosti, a i kao polazna tacka za konstrukciju familija dvodimenzionalnih
raspodela.
Skarova teorema ¢ini kopule popularnim u modeliranju koreliranih fenomena.

Osnovna ideja kopule je da se svaka zajednic¢ka raspodela iz slucajnog vektora
moze prevesti u njegovu marginalnu raspodelu i zavisnost struktura se moze
opisati njegovom kopulom.

Kopula je zajednicka funkcija raspodele kolekcije slucajnih promenljivih Uy, ...,
Uq tako da je svaka od njih ravnomerno rasporedena na [0,1]. Iako su marginalne
distribucije fiksne, kopula moze poprimiti razlicite oblike, jer varijable Uy, ..., Uq
mogu imati jaku suzavisnost ili da uopste nemaju zavisnost, mogu biti povezane
na neprekidan ili diskretni na¢in, mogu pokazati ja¢u sazavisnost u repovima ili
jacu zavisnost u sredini distribucije.

KOPULE

Neka su date sluCajne promenljive Xi Y sa funkcijama raspodele F(x) =
P(X <x) i G(y) = P(Y <y) i njihova zajednicka funkcija raspodele H(x,y) =
P(X < x,Y < y). Svakom uredenom paru (x,y) € [—o0,]? moZzemo pridruziti
tri broja F(x), G(y) i H(x,y) koji svi leZe u intervalu [0,1]. Korespondencija koja
pridruzuje vrednost zajednicke funkcije raspodele svakom uredenom paru
vrednosti individualnih funkcija raspodele naziva se kopula.

()

Dvodimenziona kopula (ili samo kupula) je dvodimenziona subkopula C ¢iji je
domen I? . Kopula je funkcija C : 1?2 — I, koja ima sledeéa svojstva:
1. Zasvako u,vel vazi:
C(u,0) =0 =C(0,v); C(u,1) =u,C(1,v) =v;
2. Zasveuq,u,,vyq,Vv, €l, takve da je u; <u, ivy <v, vazi:

C(uz,vz) — C(uy,vq) — C(uy, vy) + C(uy, v1) 2 0.



Primer 1. Kopula proizvoda: I1(u,v) = uv.

Primer 2. W(u,v) = max(u+ v—1,0) .

Primer 3. M(u,v) = min(u,v)..

Za proizvoljnu kopulu € vazi Frechet-Hoeffding-ova nejednakost

W(,v) < C(u,v) < M(u,v).
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Postoji jo§ mnogo, dobro istrazenih, porodica kopula, razli¢itih svojstava i
karakteritika.

Primer 4. Arhimedova kopula dimenzije d

C(uli ""ud) = d)_l[d)(ul) +-t+ d)(ud)]

gde je ¢:[0,1] — [0, oo] striktno opadajuca, konveksna i neprekidna funkcija i
¢(1) = 0, koja se zove generator.

U zavisnosti od generatora imamo razlic¢ite Arhimedove kopule. Takva je npr.
Gumbel Hogard kopula

C(uy, ..., uq) = exp {—[(—(lnu1)9 4ot (—lnud)9]1/9}



Primer 5. Kopule prezZivljavanja

U praksi Cestu primenu imaju kopule prezivljavanja. Funkcija preZivljavanja
predstavlja verovatno¢u da neka sluc¢ajna veli¢ina premasi odredenu vrednost.
Za par sluCajnih velicina (X,Y) sa zajednickom funkcijom raspodele H,
zajednicka funkcija prezivljavanja data je sa H(x,y) =P{X>x,Y > y}.
Marginalne funkcije funkcije H odreduju se kao H(x,—©)=F(x) i
H(-o0,y) = G(y) i predstavljaju jednodimenzione funkcije prezivljavanja.

) HGx,y) = CFG)LG0)),
gdejeC(u,v) =u+v—1+ C(1—u,1 —v) Kkopula prezivljavanja od X i
Y.

Fres$e-Hefdingove granice za zajednicke funkcije raspodele su bitne i zato §to
gornja FreSe-Hefdingova granica odgovara pozitivnoj savrSenoj zavisnosti, a
donja granica odgovara negativnoj savrsenoj zavisnosti

max(F(x) + G(y) —1,0) £H(x,y) < min(F(x), G(y)) .
Kako su M i W kopule, granice u prethodnoj nejednakosti su zajednicke funkcije
raspodele nazivaju se Frese-Hefdingove granice za zajednic¢ku funkciju raspodele
H sa marginalnim funkcijama F i G.

PRIMER PRIMENE KOPULA

Kopula funkcija se koristi za odredivanje marginalnih raspodela svakog
racija Steta i strukture zavisnosti izmedu njih. Kako bismo dobiti
zajednic¢ku funkciju raspodele dva racija Steta X i Y, prvo ih
transformiSemo u slucajne promenljive Uz i Uz respektivno uniformno
distribuirane na [0,1] koris¢enjem odgovaraju¢e marginalne distribucije
Fx i Fy.
U = Fx(X)
Uy = Fy(Y).
Zatim, multivarijantna funkcija raspodele se moze izvesti zamenom
prethodnog u kopula funkciju:
Fxy(r,y)=P(X <2,Y <y)
= P(F'(U)) < x. Fy ' (Uy) < )
= P(Uy < Fx(2),Uz < Fy(y))

= C(Fx(x), Fy (y)),
gde su F! inverzne funkcije univarijantnih marginalnih  Fx i Fv i vazi
kada je funkcija F neprekidna i strikno rastuca.



